Planche n° 17. Equations différentielles linéaires

* trés facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I : Incontournable

Exercice n° 1 (**)
Résoudre sur R ’équation différentielle proposée :

Dy +y=1 2)2y'—y=cosx 3)y' —2y=xe?* 4)y”—4y'+4y=e>* 5)y” +4y=cos(2x)
6) y” + 2y’ + 2y = cosxchx.

Exercice n° 2 (*¥** 1)
1) Soit o € C tel que Re(a) > 0. Soit f : R — R de classe C' sur R.
(

On suppose que quand x tend vers +oo, T’ + f tend vers { € C. Montrer que f(x) tend vers — quand x tend vers +oo.
2) Soit f : R — C de classe C? sur R telle que lirf (f+f 4+ f")(x) = 0. Montrer que lirf f(x) =0.

X—400 X—+00
3) Soient n € N* et f : R — C de classe C™ sur R.
On note D l'opérateur de dérivation. Soit P un polyndéme de degré n unitaire dont tous les zéros ont des parties réelles
strictement négatives. Montrer que liI_'I_l (PD)Y)(H(x)=0= 1in{1 f(x) =0.

X—+00 X—+00

Exercice n° 3 (*** I)

Soit f une application de classe C? sur R & valeurs dans R telle que Vx € R, f(x) + f”(x) > 0. Montrer que Vx € R,
f(x)+f(x+m) > 0.

Exercice n° 4 (*¥** 1)

Résoudre sur l'intervalle I proposé :

Dxy'—2y=0(1=R) 2)xy’—y=0(I=R) 3)xy’+y=0(I1=R)4)xy’—2y=x>(I=]0,+ool)
5)x*y’ +2xy=1(1=R) 6) 2x(1 —x)y’+ (1 —x)y =1 (I =] — 00,0, 10, 1[, ]1, 400, ] — 00, 1[, ]0, 400, R)
7) Ky’ + (x— )y =x* (1=R).

Exercice n° 5 (*¥** I)

+oo
CTI
Déterminer le rayon de convergence puis calculer Z (=1 7 n ] x™ quand x appartient & 'intervalle ouvert de conver-
n=0 n-
“+o00 (_])n_] CELTL

gence. En déduire la valeur de T; On_Tan

Exercice n° 6 (**)

Résoudre les systémes suivants :

1
— _ ! _
1) { x| =y 2) { x=x y+cost Sur}_;

! __ _ t
71[ 3){x =5x—2y+e

Yy =x+y Y =2x—y 2 Yy =—x+6y+t
x'=5x+y—z x'=2x+y

4)< y=2x+4y—-2z 5){ y' =—x (trouver la solution telle que x(0) =0, y(0) =1 et z(0) = —1).
z/=x—y+z 2/ =x+y+z

Exercice n° 7 (**)

Soit A € . (R) (voir définition dans le n°2, planche 13). Montrer que pour toute solution de X’ = AX, la fonction
t = ||X(t)||2 est croissante sur R.

Exercice n° 8 (**)

Résoudre les systéemes

1 1
x'=——x+ ==y +2t P+ Dx =tx—y +2t> -1
1) 12t 12t2 sur ]0, +oo| 2){ 2 r_ y_|_
Y= g% zty+t2 4+ y'=x+ty+3t

[ —
3) { sh(Zt)x’ = ch(2t)x —y sur ]0, 400l sachant qu’il existe une solution vérifiant xy = 1.

sh(2t)y’ = —x + ch(2t)y
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Exercice n°9 (*** I)
Résoudre les équations différentielles suivantes :
1
1) (2x+ Ty” + (4x —2)y’ — 8y =0 sur ]—z,-l—oo{ puis sur R.

2) (x? +x)y” — 2xy’ + 2y = 0 sur ]0, +ool.
3) 4xy” — 2y’ + 9x?*y = 0 sur ]0, +ool.
4) (T+x)y”" =2y’ + (1 —x)y =xe * sur | — 1, +o0l.

—2x

5)y"+4y' +4y = ——.
)y Ay’ +4y Nzt

Exercice n° 10 (**)

Trouver les fonctions f dérivables sur R vérifiant Vx € R, f/(x) + f(—x) = e*.

Exercice n° 11 (***)

3
Trouver toutes les fonctions f dérivables sur ]0, +-oo[ vérifiant Vx > 0, f'(x) = f (ﬁ)

Exercice n° 12 (*** I)

X+y
Trouver toutes les applications f : R — R, continues sur R telles que V(x,y) € R?, f(x)f(y) = J f(t) dt.
x—y
Exercice n° 13 (*** I)
+o0o  ,—tx +oo _: t
Montrer que Vx > 0, J L dt = J s
0 1+ -tZ 0 t+x
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